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Representacion de clases de homologia

Uno de los problemas mas importantes en geometria
diferencial es el de representar geométricamente clases de
homologia:
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Representacion de clases de homologia

Uno de los problemas mas importantes en geometria
diferencial es el de representar geométricamente clases de
homologia:

Cuestion

Sea M una variedad diferenciable de dimensioén n, y sea
a € Hx(M,Z). ¢ Existe una subvariedad S C M tal que [S] = a?

Thom (1953) dio la respuesta a esta pregunta:
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Introduction

Representacion de clases de homologia

Uno de los problemas mas importantes en geometria
diferencial es el de representar geométricamente clases de
homologia:

Cuestion

Sea M una variedad diferenciable de dimensioén n, y sea
a € Hx(M,Z). ¢ Existe una subvariedad S C M tal que [S] = a?

Thom (1953) dio la respuesta a esta pregunta:

m No es cierto en general. Construy6 contraejemplos con
clases de homologia de torsion.
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Introduction

Representacion de clases de homologia

Uno de los problemas mas importantes en geometria
diferencial es el de representar geométricamente clases de
homologia:

Cuestion

Sea M una variedad diferenciable de dimensioén n, y sea
a € Hx(M,Z). ¢ Existe una subvariedad S C M tal que [S] = a?

Thom (1953) dio la respuesta a esta pregunta:

m No es cierto en general. Construy6 contraejemplos con
clases de homologia de torsion.

m Dio la siguiente respuesta positiva: 3N > 0 para el cual
existe S C Mcon [S] = Na.
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Cuestiones relacionadas

Muchas cuestiones importantes en geometria versan sobre la
representabilidad por subojetos geométricos:
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representabilidad por subojetos geométricos:

Existencia de subvariedades simplécticas en una variedad
simpléctica (M, w) — Donaldson, 1994.

Curvas pseudo-holomorfas (S, j) € (M,w,J) en una
variedad casi-Kahler — Gromov, 1985.

Inmersiones de variedades (inmersiones lisas,
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Introduction

Cuestiones relacionadas

Muchas cuestiones importantes en geometria versan sobre la
representabilidad por subojetos geométricos:

Existencia de subvariedades simplécticas en una variedad
simpléctica (M, w) — Donaldson, 1994.

Curvas pseudo-holomorfas (S, j) € (M,w,J) en una
variedad casi-Kahler — Gromov, 1985.

Inmersiones de variedades (inmersiones lisas,
simplécticas, Riemannianas, complejas, etc.) S — M.

Conjetura de Hodge: Si M es una variedad compleja
proyectiva, a € HPP(M) N H?P(M, Z), entonces ¢ se puede
escribir PD(N a) = [S1] — [Sz], con 51, S, ¢ M
subvariedades complejas, N > 07?
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Introduction

Clases de homologia reales

Sea M una variedad diferenciable y a € Hx(M,R) una clase de
homologia real.
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Introduction

Clases de homologia reales

Sea M una variedad diferenciable y a € Hx(M,R) una clase de
homologia real.

Cuestion

¢ Cémo construimos representantes geométricos de a?
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Introduction

Corrientes

Una corriente k-dimensional T es una forma cuyos coeficientes
son distribuciones. Es decir, un funcional T : Q(M) — R.
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Introduction

Corrientes

Definicion
Una corriente k-dimensional T es una forma cuyos coeficientes
son distribuciones. Es decir, un funcional T : Q(M) — R.

Una subvariedad orientada S ¢ M define una corriente,
llamada corriente de integracion:

(S): QK(M) — R,

wr—>/w.
S
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Introduction

Como ((S), dB) = 0, tenemos definida una apliacién

[S]: H*(M) — R.
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Introduction

Como ((S), dB) = 0, tenemos definida una apliacién
[S]: HK(M) — R.
Asi S representa una clase de homologia
[S] € HK(M)* = Hi(M),

por dualidad.
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Introduction

Como ((S), dB) = 0, tenemos definida una apliacién
[S]: HK(M) — R.
Asi S representa una clase de homologia
[S] € HX(M)* = H(M),
por dualidad.

Equivalentemente, (S) es una corriente cerrada. Como la
homologia se puede calcular con corrientes, tenemos
construida [S] geométricamente.
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Introduction

Sea ahora a € Hx(M,R) una clase de homologia real.
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Introduction

Sea ahora a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

Por definicion de clase de homologia, a se puede representar
como una suma formal de simplices con pesos reales,

a= Z A G

Podemos tomar la corriente de integracion dada por:

kM) — R,

w Z)\,-/w.
Ci
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Sea ahora a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

Por definicion de clase de homologia, a se puede representar
como una suma formal de simplices con pesos reales,

a= Z A G

Podemos tomar la corriente de integracion dada por:

kM) — R,

w Z )\,-/ w.
Ci
Pero esto es obviamente no satisfactorio, por las

singularidades de | J C;, y por haber afnadido coeficientes (un
dato de caracter no geométrico).
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Introduction

Sea ahora a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

Por definicion de clase de homologia, a se puede representar
como una suma formal de simplices con pesos reales,

a= Z A G

Podemos tomar la corriente de integracion dada por:

kM) — R,

w Z)\,-/w.
Ci

Pero esto es obviamente no satisfactorio, por las
singularidades de | J C;, y por haber afnadido coeficientes (un
dato de caracter no geométrico).

Cuestion

Buscamos un objeto geométrico y liso S — M que defina una
corriente de integracion con [S] = a.
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Introduction

Un ejemplo sencillo

Veamos el ejemplo del toro T2 = R?/Z2.
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Introduction

Un ejemplo sencillo

Veamos el ejemplo del toro T2 = R?/Z2.
H1(T2,Z) =7 -e1DL- e-.

Una clase de homologia entera, o = p1ey + poeo, la podemos
representar por la imagen de larecta y = %x (salvo un factor
de multiplicidad).
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Introduction

Si consideramos A € R —Q, larecta y = A\x es densa en el toro.
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Introduction

Si consideramos A € R —Q, larecta y = A\x es densa en el toro.

Consideremos porciones largas de esta curva. Tomamos
N >0,y sea ly = {(x, \x); x € [0, N]}.
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Introduction

Aproximadamente [Iy] ~ Ne; + pyez, donde % ~ A.

T Z
”21
N
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Introduction

Aproximadamente [Iy] ~ Ne; + pyez, donde % ~ A.

T Z
”21
N

Por tanto,

PN 6] — [e1 + Aes] € Hi (T2, R).

Al = ler + 2

cuando N — oo.
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman en dimension 1

Schwartzman (1957) definié, para k = 1, ciclos de homologia
reales de la siguiente forma.
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman en dimension 1

Schwartzman (1957) definié, para k = 1, ciclos de homologia
reales de la siguiente forma.
Sea M una variedad diferenciable. Una curva parametrizada

cC:R—-M
define una corriente (c¢),
1 t
((€),w) = tEfQ”'oo i—s cw

S

§——00

para w € Q'(M) (siempre que dicho limite exista).
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Ciclos de Schwartzman en dimension 1

Schwartzman (1957) definié, para k = 1, ciclos de homologia
reales de la siguiente forma.
Sea M una variedad diferenciable. Una curva parametrizada

cC:R—-M
define una corriente (c¢),
1 t
((€),w) = tEfQ”'oo i—s cw

S

§——00

para w € Q'(M) (siempre que dicho limite exista).
Es decir, integramos a lo largo de porciones largas de la curva
c([s, t]), y después de normalizar, tomamos el limite.
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman en dimension 1

Schwartzman (1957) definié, para k = 1, ciclos de homologia
reales de la siguiente forma.
Sea M una variedad diferenciable. Una curva parametrizada

c:R— M

define una corriente (c¢),
((c),w) = km

t—+o0 t— S

§——00

t
c*w
S

para w € Q'(M) (siempre que dicho limite exista).

Es decir, integramos a lo largo de porciones largas de la curva
c([s, t]), y después de normalizar, tomamos el limite.

La corriente (c¢) es cerrada, con lo que tenemos definido el
1-ciclo de Schwartzman [c] € H;(M,R).
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Teoria clasica

Definicion equivalente

Usando la compacidad de M, para cada par de puntos

p,q € M elegimos un camino ~p 4 de p a g tal que para cada
métrica Riemanniana, los caminos (vy,q) tengan longitud
acotada uniformemente.

c(o /

,

AN
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Teoria clasica

Definicion equivalente

Usando la compacidad de M, para cada par de puntos
p,q € M elegimos un camino ~p 4 de p a g tal que para cada
métrica Riemanniana, los caminos (vy,q) tengan longitud
acotada uniformemente. El lazo

Cs,t = C([s, 1]) * Ye(t),c(s)
define una clase de homologia entera [cs ] € H1(M,Z).

c(o /

,

AN
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Teoria clasica

Supongamos que el limite

_ [Cs.1]
[c] = km
§——00

existe.
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Teoria clasica

Supongamos que el limite

_ [Cs.1]

§——00

existe.
Entonces el 1-ciclo de Schwartzman definido por ¢ es la clase

[c] € Hi(M,R) =R ® H;(M,Z).
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman de dimensién k

En Arxiv:0910.2837, extendemos la definicion a
dimensiones k > 1.
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman de dimensién k

En Arxiv:0910.2837, extendemos la definicion a

dimensiones k > 1.

Sea M una variedad diferenciable compacta. Sea S una
variedad Riemanniana completa k-dimensionaly f: S — M
una inmersion.
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Teoria clasica

Ciclos de Schwartzman de dimensién k

EnArxiv:0910.2837, extendemos la definicidén a
dimensiones k > 1.

Sea M una variedad diferenciable compacta. Sea S una
variedad Riemanniana completa k-dimensionaly f: S — M
una inmersion. (f, S) define un k-ciclo de Schwartzman

[f] € H (M, R)
si para cualquier k-forma w € QX(M), the limite

1
([f];w) R—+o0o VOIs(Bg(Xo)) Br(xo) ’

existe, donde xp € S,y Br(xp) es la bola de radio Ry centro xg.
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Teoria clasica

Supongamos que podemos poner una tapa pequena Cgr a las
subvariedades inmersas con borde f(Bg(Xp)), obteniendo
Sr = f(Br(x0)) U Cr.
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Teoria clasica

Supongamos que podemos poner una tapa pequena Cgr a las
subvariedades inmersas con borde f(Bg(Xp)), obteniendo

Sr = f(Br(x0)) U Cr.

Entonces podemos definir

_ [Srl
[f1= RETOOWIM € Hk(M,R),

si este limite existe.
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Teoria clasica

Supongamos que podemos poner una tapa pequena Cgr a las
subvariedades inmersas con borde f(Bg(Xp)), obteniendo

Sr = f(Br(x0)) U Cr.

Entonces podemos definir

_ [Srl
[f1= RETOOWIM € Hk(M,R),

si este limite existe.

Esto ocurre por ejemplo, cuando hay una trapping region, es
decir, una bola B ¢ M, y una sucesién R, — +o0, tal que
f(0Bg, (X)) C B.
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Teoria clasica

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Ruelle y Sullivan (1975) introdujeron el siguiente tipo de
corrientes.
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Teoria clasica

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Ruelle y Sullivan (1975) introdujeron el siguiente tipo de
corrientes.

Sea S ¢ M un subconjunto compacto foliado de M, i.e.
localmente hay cajas U ¢ M tales que UN S = DX x K(U),
donde L, = D¥ x {y} son k-discos horizontales y K(U) es la
transversal.
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Teoria clasica

Asumamos que
m S tiene hojas orientadas (de forma continua).
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Teoria clasica

Asumamos que
m S tiene hojas orientadas (de forma continua).
m Stiene una medida k() para cada transversal K(U), que
es invariante por la holonomia.
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Teoria clasica

Asumamos que

m S tiene hojas orientadas (de forma continua).

m Stiene una medida k() para cada transversal K(U), que

es invariante por la holonomia.

Entonces hay una corriente (S,,) definida de la siguiente forma.
Fijamos un recubrimiento (U;) de S, con U;N S = DX x K(U;),
(p;) particion de la unidad subordinada a (U;). Para w € QX(M),
definimos

((Sp)yw) = Z/K(U-) (/L PiW> dukuy(y) -
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Teoria clasica

Asumamos que
m S tiene hojas orientadas (de forma continua).

m Stiene una medida k() para cada transversal K(U), que
es invariante por la holonomia.

Entonces hay una corriente (S,,) definida de la siguiente forma.
Fijamos un recubrimiento (U;) de S, con U;N S = DX x K(U;),
(p;) particion de la unidad subordinada a (U;). Para w € QX(M),
definimos

((Sp)yw) = Z/K(U-) (/L PiW> dukuy(y) -

La corriente de Ruelle-Sullivan es cerrada, por tanto define una
clase de homologia

[S.] € Hk(M,R).
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Teoria clasica

Proposicién

Si S no tiene hojas compactas, entonces [S,]2 = 0.
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Proposicién

Si S no tiene hojas compactas, entonces [S,]2 = 0.

Cuestiones a resolver

(A) No podemos representar todas las clases de homologia
usando corrientes de Ruelle-Sullivan.
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Teoria clasica

Proposicién

Si S no tiene hojas compactas, entonces [S,]2 = 0.

Cuestiones a resolver

(A) No podemos representar todas las clases de homologia
usando corrientes de Ruelle-Sullivan.

(B) ¢Cuél es la relacion entre los ciclos de Schwartzman y de
Ruelle-Sullivan?
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Teoria clasica

m Para resolver (A), debemos permitirnos usar solenoides
inmersos, en vez de solenoides embebidos en M.
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Teoria clasica

m Para resolver (A), debemos permitirnos usar solenoides
inmersos, en vez de solenoides embebidos en M.

m (B) requiere que el ciclo de Schwartzman definido por una
hoja dé toda la informacién del solenoide, luego
necesitamos un solenoide minimal.
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Teoria clasica

m Para resolver (A), debemos permitirnos usar solenoides
inmersos, en vez de solenoides embebidos en M.

m (B) requiere que el ciclo de Schwartzman definido por una
hoja dé toda la informacién del solenoide, luego
necesitamos un solenoide minimal.

m Para que cualquier hoja determine la medida transversa,
necesitamos que el solenoide sea tnicamente ergddico.
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Introduction Teoria clasica Solenoides Resultado principal Conjetura

m Para resolver (A), debemos permitirnos usar solenoides
inmersos, en vez de solenoides embebidos en M.

m (B) requiere que el ciclo de Schwartzman definido por una
hoja dé toda la informacién del solenoide, luego
necesitamos un solenoide minimal.

m Para que cualquier hoja determine la medida transversa,
necesitamos que el solenoide sea tnicamente ergddico.

m Para que existan ciclos de Schwartzman bien definidos,
construiremos solenoides con una trapping region.
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Teoria clasica

m Para resolver (A), debemos permitirnos usar solenoides
inmersos, en vez de solenoides embebidos en M.

m (B) requiere que el ciclo de Schwartzman definido por una
hoja dé toda la informacién del solenoide, luego
necesitamos un solenoide minimal.

m Para que cualquier hoja determine la medida transversa,
necesitamos que el solenoide sea tnicamente ergddico.

m Para que existan ciclos de Schwartzman bien definidos,
construiremos solenoides con una trapping region.

Cuanto mas restrictiva es la clase de objetos geométricos con
los que construimos clases de homologia reales, mejor.
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Solenoides

Solenoides

En Arxiv:0901.2836, introducimos el siguiente concepto.

Un k-solenoide S es un espacio compacto Hausdorff con un
atlas formado por cajas (U;) de la forma U; = DX x K(U;).
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Solenoides

Solenoides

En Arxiv:0901.2836, introducimos el siguiente concepto.

Un k-solenoide S es un espacio compacto Hausdorff con un
atlas formado por cajas (U;) de la forma U; = DX x K(U;).

m Las hojas (locales) son L, = DX x {y}, y las transversales
(locales) son los K(U;).
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Solenoides

Solenoides

En Arxiv:0901.2836, introducimos el siguiente concepto.

Un k-solenoide S es un espacio compacto Hausdorff con un
atlas formado por cajas (U;) de la forma U; = DX x K(U;).

m Las hojas (locales) son L, = DX x {y}, y las transversales
(locales) son los K(U;).

m Una medida transversa es una coleccién de medidas
p = (1) para cada transversal T, satisfaciendo que p7, ¥
i, coinciden cuando se transportan usando cualquier
aplicacion de holonomia h: T1 — To.
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

m Un solenoide esta orientado si cada hoja es una variedad
orientada y hay una coleccién de cajas que preservan la
orientacién de cada hoja local.
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

m Un solenoide esta orientado si cada hoja es una variedad
orientada y hay una coleccién de cajas que preservan la
orientacién de cada hoja local.

m Sea M una variedad diferenciable. Una inmersién
f: 8 — M es una aplicacién diferenciable que es una
inmersién en cada hoja.
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Clase de homologia representada por un solenoide

m Un solenoide esta orientado si cada hoja es una variedad
orientada y hay una coleccién de cajas que preservan la
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m Sea M una variedad diferenciable. Una inmersién
f: 8 — M es una aplicacién diferenciable que es una
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

m Un solenoide esta orientado si cada hoja es una variedad
orientada y hay una coleccién de cajas que preservan la
orientacién de cada hoja local.

m Sea M una variedad diferenciable. Una inmersién
f: 8 — M es una aplicacién diferenciable que es una
inmersién en cada hoja.

Sea f: S, — M un k-solenoide orientado con medida
transversa immerso en M.
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

m Un solenoide esta orientado si cada hoja es una variedad
orientada y hay una coleccién de cajas que preservan la
orientacién de cada hoja local.

m Sea M una variedad diferenciable. Una inmersién
f: 8 — M es una aplicacién diferenciable que es una
inmersién en cada hoja.

Sea f: S, — M un k-solenoide orientado con medida
transversa immerso en M.
Entonces (S,, f) define una corriente

(£.S,) : QM) — R,
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

dada por

(£.S,.),w) :Z /K ) < /L p,-f*w> dpk(uy(y)

donde (U;) es un recubrimiento de S por cajasy (p;) es una
particion de la unidad subordinada a (U;).
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Solenoides

Clase de homologia representada por un solenoide

dada por

(£.S,.),w) :Z /K ) < /L p,-f*w> dpk(uy)(¥)

donde (U;) es un recubrimiento de S por cajasy (p;) es una
particion de la unidad subordinada a (U;).
Esta corriente es cerrada y por tanto define una clase de
homologia real

[£.S.] € H(M,R),

que llamamos clase de Ruelle-Sullivan generalizada.
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Solenoides

Solenoides ergddicos

Un k-solenoide S es:

m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).
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Solenoides

Solenoides ergddicos

Un k-solenoide S es:
m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).

m Unicamente ergddico si S admite una Unica medida
transversa p (salvo multiplicacién por un escalar positivo
cualquiera) y Sop u = S.
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Solenoides

Solenoides ergddicos

Un k-solenoide S es:
m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).

m Unicamente ergddico si S admite una Unica medida
transversa p (salvo multiplicacién por un escalar positivo
cualquiera) y Sop u = S.

m ergodico si para cualquier transversal Ty conjunto AC T
invariante por la holonomia,

pr(A)=0 o ur(T-A)=0.
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Solenoides

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces u puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.
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Solenoides

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces u puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.

Para un solenode Unicamente ergdédico, S “contiene” la
informacion de la medida y.. Por tanto S determina S,,.
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Solenoides

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces u puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.

Para un solenode Unicamente ergdédico, S “contiene” la
informacion de la medida y.. Por tanto S determina S,,.

Si S es Unicamente ergodico, S, es ergadico.
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Solenoides

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — M unainmersion. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[fl)] = [£:S,u] € H(M, R).
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Solenoides

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — M unainmersion. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[fl)] = [£:S,u] € H(M, R).
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Solenoides

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — M unainmersion. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[f|/] = [£.Su] € Hk(M,R).
Demostracion.

El resultado es una aplicacidon del teorema ergédico de
Birkhoff.
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Solenoides

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢: R — S.

()
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Solenoides

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢: R — S.
Elegimos una transversal local T.

()
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Solenoides

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es

una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢: R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

-

()
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Solenoides

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢: R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

()

T

Definimos ¢7: T — H{(M,Z) por
o1(x) = [f([x, Rr(x)]) * segmento pequefo] € H;(M,Z).
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Solenoides

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢: R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

()

T

Definimos ¢7: T — H{(M,Z) por
o1(x) = [f([x, Rr(x)]) * segmento pequefo] € H;(M,Z).
También definimos I+ : T — R por

Ir(x) = longitud de [x, Rr(x)].
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Solenoides

Fijemos xp € T. Sea x; = R’T(xo) con tiempo de llegada ;.
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Solenoides

Fijemos xp € T. Sea x; = R’T(xo) con tiempo de llegada ;.
Claramente,
tir — 6= Ir(x).
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Solenoides

Fijemos xp € T. Sea x; = R’T(xo) con tiempo de llegada ;.
Claramente,
tir — 6= Ir(x).

Por tanto,
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Solenoides

Fijemos xp € T. Sea x; = R’T(xo) con tiempo de llegada ;.

Claramente,
tir — 6= Ir(x).
Por tanto,
n—1 n—1
th = Z(t/H —t) = Z Ir(R7(x0))
i=0 i=0

Por el teorema ergddico de Birkhoff,

nETooEtn_ / Ir(x) dur(x) = (S) =1. (1)
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Solenoides

También,

[focol =I[focoy]+[focyp]+...+[focy 1]
= o1(%0) + ¢7(Rr(X0)) + ... + o7(RT '(X0)).
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Solenoides

También,

[focol =I[focoy]+[focyp]+...+[focy 1]
= o1(%0) + ¢7(Rr(X0)) + ... + o7(RT '(X0)).

De nuevo, por el teorema ergddico de Birkhoff,

- —[foco = /T or(x) dur(x) € Hi(M,R).  (2)

n—+o00
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Solenoides

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es(*)

- [focot] [focol/n
1] = o R = um SR [ (0 dpr(x).

(*) Aqui tomamos t — oo. Podemos tomar s — —oo de forma
similar.
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Solenoides

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es(*)

- [focot] [focol/n
1] = o R = um SR [ (0 dpr(x).
(*) Aqui tomamos t — oo. Podemos tomar s — —oo de forma

similar.

Por otro lado, la clase de Ruelle-Sullivan generalizada es

1£.8.0) = | < /[X,RT(X)] f*w> dnr(x) = [ ter(x0.2)dur(x).

paraw € Q' (M).
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Solenoides

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es(*)

- [focot] [focol/n
1] = o R = um SR [ (0 dpr(x).
(*) Aqui tomamos t — oo. Podemos tomar s — —oo de forma

similar.

Por otro lado, la clase de Ruelle-Sullivan generalizada es

1£.8.0) = | < /[X,RT(X)] f*w> dnr(x) = [ ter(x0.2)dur(x).

para w € Q'(M). Luego
18,1 = [ 700 dur(x).
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Resultado principal

Realizacion de clases de homologia reales

Ahora pasamos al resultado principal de arxiv:0910.2913
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Resultado principal

Realizacion de clases de homologia reales

Ahora pasamos al resultado principal de arxiv:0910.2913

Teorema

Sea M una variedad compacta y a € Hx(M, R). Entonces existe
un k-solenoide inmerso, orientado y Unicamente ergddico

f: S — M representando la clase a. (Si kK > 1 ademas
podemos conseguir que S tenga una trapping region.)

V. Mufioz

Corrientes solenoidales



Resultado principal

Demostracion.
Asumamos de nuevo k = 1 por simplicidad.

\/
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Resultado principal

Demostracion.
Asumamos de nuevo k = 1 por simplicidad.
Vamos a construir un solenoide requerido con transversal

TcS'.

\/
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Resultado principal

Demostracion.

Asumamos de nuevo k = 1 por simplicidad.

Vamos a construir un solenoide requerido con transversal
TcS.

Hecho

La rotacién ry : S — S' de angulo irracional 6 es Unicamente
ergodica.

\/

V. Mufioz

Corrientes solenoidales



Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesdeclase C>~¢.
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Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesdeclase C>~¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
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Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesdeclase C>~¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
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Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hes de clase C%.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.
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Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hes de clase C%.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.
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Resultado principal

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesdeclase C°¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.
La suspension X, de h|x : K — K es:
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Resultado principal

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
Hi(M,Z).
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Resultado principal

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
H{(M,Z). Hay numeros reales Aq,..., A, > 0 tales que

(cambiando orientaciones y reordenando la base, si fuera
necesario).
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Resultado principal

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
H{(M,Z). Hay numeros reales Aq,..., A, > 0 tales que

(cambiando orientaciones y reordenando la base, si fuera
necesario).

Dividiento por > A;, podemos asumir que > \; = 1.
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Resultado principal

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber
S' x [0,1] ¢ Ben unabola de M.
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Resultado principal

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber

S' x [0,1] ¢ B en una bola de M. Partimos el conjunto de
Cantor K en r conjuntos cerrados disjuntos Ki, ..., K (en
orden ciclico), tales que uk(Kj) = A;.
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Resultado principal

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber

S' x [0,1] ¢ B en una bola de M. Partimos el conjunto de
Cantor K en r conjuntos cerrados disjuntos Ki, ..., K (en
orden ciclico), tales que uk(Kj) = A;.

Hacemos la siguiente construccion: la parte central de X la
enviamos a la bola B. Desde su borde, tomamos bandas

[0,1] x K; tales que cada hoja [0, 1] x {y} es homotépica a C;.
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.
Veamos que [S,, ] = a.
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la

holonomia es h.
Veamos que [S,,, f] = a. Sea w una 1-forma cerrada (podemos

asumir que w se anula en B).
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [S,,, f] = a. Sea w una 1-forma cerrada (podemos
asumir que w se anula en B). Recubramos el solenoide con las
siguientes cajas: por un lado la parte central BN S, y por otro
las bandas [0,1] x K, i=1,...,r.
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [S,,, f] = a. Sea w una 1-forma cerrada (podemos
asumir que w se anula en B). Recubramos el solenoide con las
siguientes cajas: por un lado la parte central BN S, y por otro
las bandas [0,1] x Kj, i =1,...,r. Entonces

((£.S,), [w]) = Z/ (/01] >duK,(}’) ZZ/(Cﬁ [w])dpk,(¥)
_ Z Ci, [ Z)\ (Ci,[w]) = (a,[w]).
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Resultado principal

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [S,,, f] = a. Sea w una 1-forma cerrada (podemos
asumir que w se anula en B). Recubramos el solenoide con las
siguientes cajas: por un lado la parte central BN S, y por otro
las bandas [0,1] x Kj, i =1,...,r. Entonces

((£.S,), [w]) = Z/ (/01] >duK,(}’) ZZ/(Cﬁ [w])dpk,(¥)
_ Z Ci, [ Z)\ (Ci,[w]) = (a,[w]).

Luego [£.S,] = a.
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Resultado principal

Si k > 1, usamos subvariedades
C,‘ cM
representando clases de homologia entera, que den una base

de Hx(M,Q) = Q® Hk(M,Z), y una parte central (donde
ocurre la holonomia) de la forma

S1x 8" x[0,1]c Bc M.
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Conjetura

Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
ac HPP(M) N H?P(M,R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.
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Conjetura

Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
ac HPP(M) N H?P(M,R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.
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Conjetura

Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
ac HPP(M) N H?P(M,R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.

Comentarios:

m Es una mitad de la conjetura de Hodge (la segunda parte
consiste en probar que si a es entera, entonces el
solenoide es una variedad).
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Conjetura

Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
ac HPP(M) N H?P(M,R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.

Comentarios:

m Es una mitad de la conjetura de Hodge (la segunda parte
consiste en probar que si a es entera, entonces el
solenoide es una variedad).

m No tenemos ahora la restricciéon de que M sea una
variedad proyectiva (es decir, que la forma Kahler verifique
que [Q] € H3(M, Z2)).
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Conjetura

Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
ac HPP(M) N H?P(M,R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.

Comentarios:

m Es una mitad de la conjetura de Hodge (la segunda parte
consiste en probar que si a es entera, entonces el
solenoide es una variedad).

m No tenemos ahora la restricciéon de que M sea una
variedad proyectiva (es decir, que la forma Kahler verifique
que [Q] € H3(M, Z2)).

m La conjetura es cierta para toros complejos (usando

solenoides complejos no minimales).
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Densidad

Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f : S,, — M con [£.S,] = [a], y tal que la corriente
(£.S,) esta tan proxima a a como queramos.
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Densidad

Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f : S,, — M con [£.S,] = [a], y tal que la corriente
(£.S,) esta tan proxima a a como queramos.
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Densidad

Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f : S,, — M con [£.S,] = [a], y tal que la corriente
(£.S,) esta tan proxima a a como queramos.

Demostracion.

Empezamos tomando un solenoide ergodico cualquiera S, con
[£:Sul = [a].
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Densidad

Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f : S,, — M con [£.S,] = [a], y tal que la corriente
(£.S,) esta tan proxima a a como queramos.

Demostracion.

Empezamos tomando un solenoide ergodico cualquiera S, con
[£:Sul = [a].

La corriente .S, — « es exacta, .S, — o = dT.
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Densidad

Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f : S,, — M con [£.S,] = [a], y tal que la corriente
(£.S,) esta tan proxima a a como queramos.

Demostracion.

Empezamos tomando un solenoide ergodico cualquiera S, con
[£:Sul = [a].

La corriente .S, — « es exacta, .S, — o = dT.

Tomemos una (k — 1)-forma g ~ T.
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Densidad

Sea (p;) una particion de la unidad subordinada a un
recubrimiento por abiertos coordenados (U;).
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Densidad

Sea (p;) una particion de la unidad subordinada a un
recubrimiento por abiertos coordenados (U;).

dg =" d(piB).
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Sea (p;) una particion de la unidad subordinada a un
recubrimiento por abiertos coordenados (U;).

di =2 d(pif).

En el abierto coordenado U;, tenemos que
pid = > fax, A...dXx .
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Sea (p;) una particion de la unidad subordinada a un
recubrimiento por abiertos coordenados (U;).

dg =" d(piB).
En el abierto coordenado U;, tenemos que

piB=>. deXj1 AL O'Xjk_1.
Luego d(p;i3) = >_dfy Adxj, A...dx; .
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Densidad

Sea (p;) una particion de la unidad subordinada a un
recubrimiento por abiertos coordenados (U;).

dg =" d(piB).

En el abierto coordenado U;, tenemos que
pid = > fax, A...dXx .
Luego d(p;i3) = >_dfy Adxj, A...dx; .
Por tanto podemos escribir
1S, —a=dT ~dp
Como una suma de k-formas del tipo df; A ... A dfy, donde

F=(f,....f): M—R
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).
De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).

De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
Tomamos una medida p soportada en un Cantor K, que sélo
contenga puntos regulares de F, y que aproxime la medida w
en laimagen de F.
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).

De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
Tomamos una medida p soportada en un Cantor K, que sélo
contenga puntos regulares de F, y que aproxime la medida w
en laimagen de F.

Ffpu~ F*w,
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).

De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
Tomamos una medida p soportada en un Cantor K, que sélo
contenga puntos regulares de F, y que aproxime la medida w
en laimagen de F.

F*u ~ F*w, y es la medida de una laminacion (i.e. solenoide)
que esta dada por las fibras de F sobre K.

V. Mufioz

Corrientes solenoidales



Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).

De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
Tomamos una medida p soportada en un Cantor K, que sélo
contenga puntos regulares de F, y que aproxime la medida w
en laimagen de F.

F*u ~ F*w, y es la medida de una laminacion (i.e. solenoide)
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Densidad

y=dfy Ao AN dfe = FF(dxy Ao A dXg).

De hecho, F determina una foliacion (de codimension k) en un
abierto de M, con medida transversa w = dxy A ... A dXk.
Tomamos una medida p soportada en un Cantor K, que sélo
contenga puntos regulares de F, y que aproxime la medida w
en laimagen de F.

F*u ~ F*w, y es la medida de una laminacion (i.e. solenoide)
que esta dada por las fibras de F sobre K.

Finalmente hacemos una cirugia que una las hojas de S, con
las de F~1(K), que preserve la holonomia Unicamente
ergodica, y con zona de cirugia de volumen pequeno. Asi
obtenemos un solenoide SL requerido.
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