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Resumen

El teorema de Banach-Stone ha sido generalizado en varias direcciones.
Uno de estos estudios aborda el problema de describir isomorfismos de
ret́ıculos vectoriales. Podemos citar las generalizaciones obtenidas por J.
Chen, Z. Chen y Wong [4] y por Ercan y Önal [5]. Usando la propiedad
de separación uniforme de Weaver [11] y la propiedad de unión uniforme,
presentamos una versión del teorema de Banach-Stone para funciones
lipschitzianas con valores en ret́ıculos vectoriales (Teorema 5).

El teorema de Banach–Stone

Nuestro punto de partida es un teorema conocido:

S. Banach

Teorema 1 (Teorema de Banach–Stone) .
Si X e Y son dos espacios topológicos de Hausdorff

compactos y T : C(X) → C(Y ) es una isometŕıa lineal

y sobreyectiva, entonces existe un homeomorfismo

' : Y → X y una función � ∈ C(Y ) con ∣� (y)∣ = 1 para

todo y ∈ Y tales que

T (f )(y) = � (y) f ('(y)) ∀y ∈ Y, ∀f ∈ C(X).
M. H. Stone

Teoremas de Banach–Stone para

isomorfismos de ret́ıculos vectoriales

Definición 2 (Definiciones básicas) .

i)Un ret́ıculo vectorial E es un espacio vectorial ordenado en el cual

x ∨ y = sup{x, y} existe para cualesquiera x, y ∈ E. Para cada x ∈ E,

∣x∣ = x ∨ (−x) es el valor absoluto de x.

ii)Un ret́ıculo de Banach E es un ret́ıculo vectorial provisto de una norma

completa ∥ ⋅ ∥ que satisface la llamada de ley de Riesz:

x, y ∈ E, ∣x∣ ≤ ∣y∣ ⇒ ∥x∥ ≤ ∥y∥.

iii)Un operador lineal T : E → F definido entre dos ret́ıculos vectoriales se dice

que es un homomorfismo de ret́ıculos vectoriales si

T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y) , ∀x, y ∈ E.

iv)A un homomorfismo de ret́ıculos vectoriales biyectivo se le llama isomorfismo

de ret́ıculos vectoriales.

v)Dado un espacio normado E, SE representará la esfera unidad de E.

vi) Sea X un conjunto no vaćıo y sea E un espacio vectorial no nulo. Se dice que

una función f : X → E no se anula si f (x) ∕= 0 para todo x ∈ X.

vii) Sean X e Y dos espacios topológicos, E y F dos espacios vectoriales topológicos

no nulos y A y ℬ dos subconjuntos no vaćıos de C(X,E) y C(Y, F ), respecti-
vamente. Una aplicación T : A → ℬ conserva las funciones que no se anulan si

f ∈ A, f no se anula ⇒ T (f ) no se anula.

Si T es biyectiva y T y T−1 conservan las funciones que no se anulan, se dice

que T conserva en ambas direcciones las funciones que no se anulan.

Abramovich y Aliprantis dan en [1] una versión del teorema de Banach–Stone para
homomorfismos de ret́ıculos vectoriales de C(X,ℝ) en C(Y,ℝ). En el caso vector-valuado
tenemos los siguientes resultados:

Ret́ıculos de funciones lipschitzianas

y teoremas de Banach–Stone

Definición 3 (Aplicaciones lipschitzianas y espacios de Lipschitz) .
Sean (X, d) e (Y, d) dos espacios métricos y sea E un ret́ıculo de Banach.

i) Se dice que una aplicación f : X → Y es lipschitziana si existe una constante

C ≥ 0 tal que
d(f (x), f (w)) ≤ C d(x,w) ∀x, w ∈ X.

En tal caso, al número L(f ) = sup{
d(f(x),f(w))

d(x,w)
: x, w ∈ X, x ∕= w} lo

llamaremos constante de Lipschitz de f . Si f es biyectiva y f y f−1

son lipschitzianas, decimos que f es un homeomorfismo de Lipschitz.

ii) El espacio de Lipschitz Lip(X,E) es el ret́ıculo vectorial norma-completo de las

funciones lipschitzianas acotadas f : X → E con el orden puntual y la norma

de Lipschitz ∥f∥d = max{L(f ), ∥f∥∞}, donde ∥f∥∞ = sup{∥f (x)∥ : x ∈ X}.

iii) El espacio de Lipschitz pequeño lip(X,E) es el subret́ıculo vectorial norma-

cerrado de Lip(X,E) formado por las funciones f ∈ Lip(X,E) tales que

∀" > 0, ∃ � > 0 : x, y ∈ X, 0 < d(x, y) < � ⇒
∥f(x)−f(y)∥

d(x,y)
< ".

Los siguientes art́ıculos estudian los isomorfismos de ret́ıculos vectoriales entre ret́ıculos de
funciones lipschitzianas real-valuadas:

En nuestros teoremas usaremos la propiedad de separación uniforme introducida por Weaver
en [11, 1996] y una nueva propiedad, la propiedad de unión uniforme.

Definición 4 .
Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach no nulo y V un subespacio

vectorial de Lip(X,E). Decimos que:

i) V separa puntos uniformemente si existe a ∈ ℝ, a > 1 tal que

∀x , y ∈ X, ∀e ∈ SE, ∃ℎ ∈ V con ∥ℎ∥d ≤ a, ℎ(x) = d(x, y) e, ℎ(y) = 0.

ii) V junta puntos uniformemente si existe b ∈ ℝ, b > 1 tal que

∀x , y ∈ X, ∀e ∈ SE, ∃ k ∈ V con ∥k∥d ≤ b, k(x) = k(y) = e.

Observación. Si V contiene las funciones constantes, entonces V junta puntos
uniformemente. Por tanto, Lip(X,E) y lip(X,E) tienen la propiedad de unión uniforme.
Cuando X es acotado, es fácil ver que Lip(X,E) separa puntos uniformemente y, en algunos
casos, lip(X,E) también lo hace.

Nuestros teoremas

Teorema 5 (Teorema principal) .
Sean X e Y dos espacios métricos compactos, E y F dos ret́ıculos de Banach

no nulos, y L y R dos subret́ıculos vectoriales norma-cerrados de Lip(X,E)
y Lip(Y, F ), respectivamente, que separan y juntan puntos uniformemente. Si

T : L →R es un isomorfismo de ret́ıculos vectoriales que conserva en ambas

direcciones las funciones que no se anulan, entonces existe un homeomorfismo

de Lipschitz ' : Y → X y una aplicación lipschitziana T̂ : Y → ℒ(E,F ), donde
ℒ(E,F ) es el espacio de todos los operadores lineales y continuos de E en F y

T̂ (y) : E → F es un isomorfismo de ret́ıculos vectoriales para cada y ∈ Y , tales

que

T (f )(y) = T̂ (y)(f ('(y)) ∀y ∈ Y, ∀f ∈L.

Corolario 6 .
Sean X e Y dos espacios métricos compactos, y L y R dos subret́ıculos

vectoriales norma-cerrados de Lip(X,ℝ) y Lip(Y,ℝ), respectivamente, que

separan puntos uniformemente y contienen las funciones constantes. Si

T :L→R es un isomorfismo de ret́ıculos vectoriales, entonces existe un

homeomorfismo de Lipschitz ' : Y → X tal que

T (f )(y) = T (1)(y) f ('(y)) ∀y ∈ Y, ∀f ∈L.

donde 1 denota al función constantemente igual a 1.
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